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Eeduction der Bedingungen des Euler’schen Criteriums 
der Integrabilitat auf eine einzige Gleichung. 

V on dem w. M. Dr. A. Winckler. 


Bezeichnet f eine runction der Grossen 

x, y luid y' =-y- , y" — 

* * dx’ J dx z dx n 


so ist f.dx unmittelbar integrabel oder also das vollstandige 
Differential einer andernFunction von x, y, y' r . . 2/O- 1 ), wenn die 
Gleichung' 


d*L «p-V 
8/ na V _ 8y" 

dy dx dx % 


— ••• + (—!)”• 


7 H 
d n — — 7 —r 
02/0) 

dx n 


= 0 


oder in anderer Schreibweise, wenn die Gleichung 


— — — 4- P (2 ) — — ...+(— 1W)( M ) —— = O 

83/ x 02/ ,+ * 0I/" ; * 0//O) 


..( 1 ) 


identisch stattfindet. Diesem von Euler (1764) und Condor eet 
(1765) gefundenen Satz fügte Lagrange die selbstverstandlich 
richtige und auch aus der Gleichung (1) sich ergebende Ein- 
schrankung hinzu, dass f um integrabel zu sein, yW nur linear 
enthalten dlirfe, also von der Form 

f=PyM+Q ...( 2 ) 

sein niüsse, unter Pund Q Functionen von x, y, y',. .y( n —V ver¬ 
standen. Ferner bat Lagrange 1 aus der Betrachtung einzelner 


1 Journal de i’ école polyteclra. Cahier XII. Supplément, pag. 21 
(C’alcul des fonctions). 
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Falie gescklossen, dass die Gleicbung (1), damit ikr identisch 
genttgt werden könne, uur in n Bedingungsgleickungen zerfalle, 
welche gleickzeitig stattfinden müssen. 

Spater zeigte Joackimstkal, 1 dass sich diese n Bedin¬ 
gungen auf deren -^-(A+l), wenn n ungerade, und auf 

u u 

wenn n gerade ist, reduciren lassen. 

Soweit mir die Literatur dieses Gegenstandes bekannt ist, 
hat die wichtige Frage nacb der kleinsten Zalil der Bedingungs¬ 
gleickungen, welcbe zur Identitat der Gleicbung (1) erforder- 
licli sind, wélcben also namentlicb P und Q genügen mussen, zu 
keinen weiteren Ergebnissen geflihrt, so dass Herr Bertrand ; 
mit den Worten: 

„Quoique Tintégrabilité de la fonction f(x s y,y',. .yW) 
soit exprimée par la seule équation (1), le nombre des conditions 
nécessaires est en réalité beaucoup plus grand et Y équation (1) peut 
se décomposer en plusieurs autres, qui sont toutes necéssaires“ 
den beutigen Stand jener Frage, wenn ich nicbt irre, vollkommen 
ricbtig bezeicbnet. 

Gelegentlich einer Arbeit über die Integration der Differen- 
tialgleicbungen bin ich nun aber zu dem kiervon durcbaus ver- 
scbiedenen Resultat gelangt, dass sicb die sammtlicben in Rede 
stekenden Bedingungsgleickungen auf eine einzige reduciren, 
und dass diese einzige Gleicbung, welcbe zu erfüllen ist, damit 
die Gleicbung (1) identisch stattfinde, direct und in voller All- 
gemeinbeit den Wertk liefert, welcber Q beizulegen ist, wenn 
man für P irgend eine Function von x, y, y',. . .y^-^ gewablt 
hat. Dieses Resultat entbalt die einfacbe und wie ich glaube, die 
vollstandige Lösung der seit so langer Zeit besprocbenen Frage. 


1 . 

Soll die Herleitung unmittelbar von der Gleicbung (1) aus- 
geben, so muss man vor Allem die Summen der zwei, drei und 
vier letzten Glieder jener Gleicbung, also die Ausdrücke: 


Crelle, Journal, Bel. 33. 

Traité de calciel différential et de calcrü intégral. T. II. p. 562. 
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(—lyi-i [—¥-n_-£_1 

1 ; * L 3y(*-i) - c av»J 


¥/' 


...(3) 


(—[j-^. —D x \V -IK. X]] ... (4) 


dy( 


'èy( n ~ 


8y(»)j 


( l) ,l—3 'J )( n — 3 ) 
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d r_J£_ d r_ ¥ -pJL]] 

X Vèy{n~2 } JJx Y^y{n-i) "*8 V (»)JJ 


¥ 


V 


[02/( J1 — 3 i 


3y(« —1) X %y{n)j 


...(5) 


nackeinander in Betracht zieken nnd darin f=Py( n )-{-Q setzen, 
wobei 

P=9(&, y, y',... y(*-») , Q=^(x, y, y', ■ • ■ 2 / (n_1) ) 

ist. 

Beginnt man mit dem Ausdruck (3), so ist zunackst die 
darin vorkommende Klammergrösse zu berecknen. Man bemerke 
zu dem Ende, dass: 

_ L _ ='ij( n ) __—— 

%y{n- 1) y ~ 01 /^-i) ’ 


„ 0/’ rfP 0P , 0P , , , .. 0P , , . 0P 

^ 0ï/W — dx — 0a? y 01 / + + y “ 02/(»“ 2 ) + V ] 0T/( n -‘) 
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¥ 
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ist imd dass kieraus 
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folgt, wobei das der Klammer angehangte Zeichen y {n ~ v > 
bedeutet, es sei bei der Differentiation der Grosse in der Klam¬ 
mer als constant zu betrachten. 

Dies vorausgesetzt, betrachte man nun die Summe (4) der 
drei letzten Glieder von (1), beziebungsweise die darin vor- 
kommende Klammergrösse, in welcher nach (2) 


8 f 


()y( n 


- 2 ) 


= y(”) 


8P 


8ö 




...(7) 


zu setzen ist. Es ergibt sicb dann, wenn man auf die Gleichun- 
gen (6) und (7) Rücksicht nimmt, die folgende Formel: 


/(«) 


y 

d r y 

-P, 

8 

x Uy^-') 

8 *Q 

8 2 P 

1 

+2/' 

i —B < èyi n — i ) 

8a? 8ïy(”~ 1 ) 


8 2 P 


+y {n 


-i) 


8 y 8 y( n ~ l ) 

8 2 P 


+ • • • 


8?/( n — 2 ) ïy {n ~ X) +2 8?/ (h ~ 2 


...( 8 ) 

8P_ 

) 


8<? 


Sï/( TO 2 ) 


P, 


80 8 P 8P SP 

_—-1-- f_... -L v {n-i) _ 

S yi n — x ) 8a? “ dy ^ 2yt n ~ 2 ') ] 


(?)—ï) 


Da das erste Glied rechter Hand, in (4) eingesetzt, noch 
der (w—2)maligen Differentiation zu unterziehen ist, so entsteht 
aus ihm ein anderes, welches y^ 2n ~ 2 ) enthalt; ein solches Glied 
kann aber aus keinem der übrigen Glieder in (1) mehr hervor- 
geben, denn selbst das viertletzte 




y 

8 yi n — 


P x .(»- 3 ) 



3P 

3 y ( n — 




JQ_ I 

S yi n J 


enthalt als höchsten Differentialquotienten von y nur noch y( 2n ~ 3 ). 
Hieraus folgt, dass, damit die Gleichung (1) identisch werden 
könne, das Glied rechter Hand in (8), welches i/W als Factor 
enthalt, nothwendig verschwinden, dass also die Gleichung 
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8 yi n *) 'èy ^ ,l ~■*) 

9 2 P , 9 2 P (B _ 1} 9 2 P 

9a?9i/(” — b y dy^y^ n ~^ ^ %y( n — 2 ) %y ( n ~ 1 ) 

9P 

+2 fyM--'( 9) 

bestehen muss. Diese Gleichung ist nun naker zu betrachten. 
Aus ihr ergibt sich durch Integration naeh y ( n — i '>: 

9P , 9P , „ SP p, n 9 2 P , , „ 

9^ 9^ + '“ ” 'èyyn-v ~^J y ” 3y(»- a ) g^- 1 ) Ö2/ ” 

+2 /^ 8ïM+i> * - (10) 

wobei 

p i = ^i(^ 2/; y'>"-y {n ~ 2) ) 

eine willkürliche Function der in der Parenthese enthaltenen 
Grossen bezeichnet. 

Nun ist 


8 yin— 2 ) 8 y 


»-l) Ö ^ (,i 1} ^ 1} 8y(«-2) -fïy{"r-*)^ y{ ' 


folglich kann (10) in der Form 

8^( n —*) 

8P , , 8P , , , 8P , 

t^ + y hf + -- +y 8^=5T + 


-dl) 


oder wie folgt: 


8yi«—i) 


9P , . 9P , , _ 9 , 9P , 

ï^ +y W + -- +y 8 ^= 5 ) + 

aeschrieben werden. 


8?p j — 1 ) 
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Wird auch diese Gleichung nach integrirt, so ergibt 

sicb : 

Q= 

^/(n—i) (. - 9 i/( ?i *)-|— ƒ — -f-i/— ^- 8 ?/( n ~“*) 

y Jdy( n -V y J[^^ y ^y 9 02/(«- 3 )J y 

+p,»!”-')+e, •••W 

lintei’ 

öi—lito ?y, y',-'-y {n - 2) ) 

eine zunaclist nicht naher bestimmte Function der in der Paren¬ 
these enthaltenen Grossen verstanden. 

Die Gleichung (8), zu welcher ich mm zurtickkehre, geht 
in Folge der Gleichung (9) nnd dann der Gleichung (11) iiber in: 

ö /' n r n ö /‘ 1 


9 y(«- 2 ) 


r_ï_ d J 2 _i 

*8 y(»)_ 


’èQ ^ r 3(? , 3P . ,3P , JP 1 

= 9i/( w - 2 ) +jD 4” Si/C”- 1 ) + 3# +2/ ty + "‘ +yM 3t/(”- 2 >] 


) 0P 


9i/(”- 2 ). 


Y«-i) 

...(12) 


Durch die Ausftthrung der in den beiden letzten Gliedern 
angedeuteten vollstandigen Differentiationen ; und zunaclist aus 
(I) ergibt sich: 

’èy^' 1 2 ) 

. r 9 Z P _ . 

J J 07/(«— 12 ) 02/(«— 2 ) ^ 

A 02jP 8 Z P ( 9 Z P 

J 3a? 0i/^ 1-2 ) iïy dy (n ~‘ r > ^ 9^( ?ï — 3 ) 9?y(”— 2 ) 


+ ^sr] 8 »'”' 


8P, 9a 

—f— ?/ (/t —* > —-—I—-—-— 

^ dy n ~ 2 ) dy n ~ 2 ) 


...(13) 
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sodann: 


D * [f öl * yin i] \(n- 1) 


■ƒ 


3a?8i/ 


8 2 P 8 2 P 

£_J- W '_ — _L....-l- V (»-8) 

{71-2) s„. ‘ ~y 


8 2 P 


8 2/ 8 ij^ n ~ 2 ) 


+y 


(«-!) /I 


8 2 /> 


3^( !1 *) 9 y( n 2 ) 


'èy ( n ~ 3 ) 8 y( n 
8 y{n—i) 


—^y 


(«—i) 


...(14) 


wobei liinsichtlicli des letztern Integrals in dieser Gleichung, wel- 
ches aus der Differentiation des 



nach und dann des y( n ~ 2 ) nach x hervorgeht, beachtet 

werden muss, dass der Factor y( n - i ') vor das Integralzeichen zu 
setzen war, weil die Integration, bei der ?/(”— 2 ) constant bleibt, 
vorangekt, und die Differentiation, durch welche jener Factor 
erst entsteht, nachfolgt. 

Aus (13) und (14) folgt nun: 



Bemerkt man noch, dass D x [P.l , , weil P. ohne- 

L dx ’ 1 

hin von y( n ~ l ) frei ist, so verwandelt sich die Gleichung (12), 
resp. (8) in die folgende: 



Setzt man jetzt der Abkürzung wegen: 


/i = p i y n ~' ] -f- Qt 
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so ist: 


II 

¥i 

9P, 

• ^ ■ 

, 8 <?, y, 

0j/O*-b 7 

01/(** 2 ) 

01/0* 2 ) 01/0*— 2 ) 

folglicb: 

0P, 

y(n—i) _|_ 

80 t 

r/Pj 

. 8 /l 8 /i 

01/(«-2) 

01/0* 2 ) 

dx 

0j/(«-8) * 01/0*—b 


nnd kann endlick die Gleichung (16) durch die folgende: 


¥ 

01 / 0 *- 



¥ 

01/0*—b 




¥ 

01/0*—b 


D, 


¥ 

'èy !n —b 


...(17) 


ersetzt werden. 

Geilt man mm weiter und betracktet die Summe (5) der 
vier letzten Glieder von (1), resp. den ganzen darin vorkom- 
menden Klammerausdruck, so ergibt sicli bierfiir mit Rücksicbt 
auf (17) die Gleichung: 



; 'C -. p .Ji. _ D J£_| 

3y(»-2) X, èy{n) JJ 


0P , 30 r 8P 

3y(»-3) ^ 0 ;/ y(**-b ~ D J hf n ~^ ^ yi>l 1} ,, '( 18 ) 


—D c —+P? } _ 

' t ' 0i/O* -) ' 6 ’èy\ n ~ b 


Da nun aus (I): 
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8P 
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folg’t, nnd da 




9 2 P 8 2 P 9 2 P 

__ u v ' _ 4-... 4-«(»-3)-l_L_ 

3) y %y %y{n— a ) y 8?y( w—4 ) 8 ïj 


Z(cZy^ n ' 


' ^ 9?y(«—3) 

Ö 2 P 1 

8ï/( M ~ 3 ) 3'/y( ? *~ 3 ) * 


/• 8 2 P öP 

I - 1-ÖW' 71 9 —|— 'Ï/C ïl ) - 

“ J Ö2/ (ji - 3) W n ~ 2) y J 8 

ist, so erhalt man: 

_ D v f 8P - = f 8P aw^- 1 ) _«(«) 8P 

8 y(»- 3 ) y 8 yl»- 8 ) * J ïy { ] j %y' n - 3) 

+«(»-1) 8P 1 -f- 8 ^1 

8y(”- 3 ) 8i/(»-3) 

Die Gleichung (18) kann daher wie folgt: 

y _j y j r y f jli' 

8iy(«- 3 ) * L8ï/ (ii “ 2 ^ [9^»-') x 8y(")J. 

_ ƒ* 3 v (tt—ï) I j) 8 ^i I 8 ^i ('lm 

Jdi/ n ~V y 8 ? /(»- 3 ) *9y(»- 2 ) ^ ,B 9?/’ 1 - 1 )‘" v j 

geschrieben werden. 

Von hier an hat nun die weitere Entwicklung einen regel- 
massigen Fortgang, wie dies übrigens schon aus der Verglei- 
chung der Formeln in (17) und (19) sich ergibt. 

Znm Überfiuss will ich noch bemerken, dass für die Slimme 
der fünf letzten Glieder von (1) die Gleichung: 

y p r_v_ D y D r y D _y.nl 

3ty(»-*) L8 i/ ( m_3) Wy( n -V ['èy^) x 8^( ?l ) JJJ 

^ ] ty {n - v) 8 y^-V JrD * ) 3y(»-2) 

9^V 


erhalten wird. 
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Setzt man das Verfakren fort, bis sicli linker Hand die 
Summe der n letzten Glieder von (1) ergibt, so gelangt man kier- 
nach zu der Gleickung: 


*L- D ,*L +m *L 

8 y' *8 y" ^ * 8»/"' 




y 

ï )yi n ) 


p0P 

j *y 


*f\ 


V, 


- / tü; w- 1) +# - +•. • 






-i) 


und daher, wenn man zur Summe aller Glieder von (1) iiber- 
gekt: 

0# 8?/ ^ * 8y" ^ ; x *y {n) 


öP 30 „ P0P „ , . 

+(-l)“- 1 -0!r ,, 5 ^7T -C20) 


Nun folgt wieder aus (I): 
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Ferner ist: 
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Man hat dalier: 


8 Q n p8P n . n , 8P , , n ^P, 80 f 

¥ y ¥ J = w +y V + V 


und kann die Gleickung (20) wie folg’t sckreiben: 

,(») 


8y x y 


+ {—l) n D) 


8y(») 


...( 21 ) 




= r--^. öH +*>» 0/7 — ■ ■ • ~h( d»- 1 # 

8y' V 


SyG- 1 ) 


Damit die Gleickung (1) stattfinde, genügt es kiernack, 
dass die zweite Seite der Gleickung (21) identisck versckwinde, 
oder, was dasselbe ist, dass auck die Function 


fi =P x y {n ~ i] +Q { 


integrabel sei. Bestimmt man für diese den Wertk von Q v auf 
dieselbe Art wie friiher Q für f, also nack der Formel (I), so 
ergibt sich: 




o. = 

3P. . .8 P. . . ' a —3) 8 P, 


%y{n—ï) 


ö 2/ ( 


> 1 — 2 ) 


.+p 2 «,(»-=)+e s 

wobei 

P 2 = ?2 V) 2/V-*2/ (w " 3) ); 

= y ; y',---y {n ~ z) ) 

ist. 

Wenn man in gleicker Weise auck Q z nack der Formel 




+ P 3 j,(»- 3 ) +Ö3 
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wobei 

Q 3 = 'P 3 (v, y, y',‘--y {n -V) 

ist, bestimmt, sodaun: 

/• 2 =p 2 ^- 2) +ö 2 


setzt, so wird zwischen f\ imd f 2 die folgende Gleiehung statt- 
finden, welche der Gleiehung (21) zwischen f und f x analogist: 


%_n 9 ƒl ij) ( 2 ) 9 ƒi _4_ (_ ]\n-l 2 )(«—'*) _J4_ 

9y ‘V * V '■ 1 } " W n ~ i] ...(22) 


Die Gleiehung (1) wird also auck dann erfüllt sein, wenn 
die zweite Seite der Gleiehung (22) identisch verschwindet, 
oder, was dasselbe besagt, wenn auck die Function in- 
tegrabel ist. 

Ebenso wird, wenn man Q 3 gemass der Formel 




Q* = 

* P Z L „, 9 P 3 


+y'-^ J r- J ry ( - n ~ 


tt' w o 

- 5 ) _ •* 


9P, 


'èx 1 * hj 

+i > *y (n_4) +04 


3 y ( n — 6 ) 


8 y( n ‘ 


-4) 


wobei 


P 4 = p 4 (a?, y, y',...yï'-V ), Q 4 = ^(x, y, y',...y( n ~V) 


ist, bestimmt und dann 

f 3 = P 3 y^+Q 3 

setzt, die zu (21) analoge Gleiehung: 

M. _|_2)(‘ 2 /_?4 _ .. . _|_(_l)»-2_D(n-2) 3 4- 

3y ’èy' ' ' dy" ^ } * 3 y^) 

- 5 -*• w +Df) W'—■ ■ +(-1> ”~ 3 D ‘~ 2) - (23) 


Sitzb. d. matham, naturw. Cl. LXXXVIII. Bd. II. Abth. 


54 
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stattfinden. Hieraus folgt, dass die Gleiehung (1) aucli dann 
besteht, wenn die zweite Seite der Gleiehung (23) identisch 
verschwindet, oder, was hiermit gleichbedeutend, wenn auch 
die Function f 3 integrahel ist. 

Dnrch Fortsetzung dieses Yerfahrens gelangt man zu der 
Function 

f'n— 2 = P,i— 2 y" -\-Qn~ 2 

worin 

Pn -2 = Vj y), Qn —2 = ^n- 2 ^, y, <jf) 

Wird Q n — 2 wieder nach der Gleiehung (I) oder direct in 
der Weise, auf welche (I) erhalten wurde, bestimmt, so folgt: 

Q< —»= iy,+ f V+A-t y'+ Qn—i 

wohei 

Pn- 1 = f y), Qn -1 = l(^, ï/) 


Wenn man ferner 1 dureh die Gleiehung 



3 Pn-l 
8 x 


3 y-\-P n 


definirt, wohei 
ist, und wenn endlich 


Pn = fn (V) 


fn—i = Pn -i y IJ rQn —1 


...(24) 


gesetzt wird, so erhalt man die zu (21) analoge Gleiehung: 


8t/ 


7 ) _ I _ 2)(2 

1 8 y' ^ * "èy" 


3/h_i n 3/;,_ i 

* 8/ 


...(25) 


Die Gleiehung (1) wird also aueh dann identisch stattfinden, 
wenn die zweite Seite der Gleiehung (25) identisch ver- 
schv, indet. 
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Nun ist 7 mit Rücksickt auf (24) 

3 fn-i 8P W -1 , 'èQn-x 3 P n —1 , 3 P n _ t 

8 y 3 y ^ %y 3 y ^ 3a* 


D x 


Vn-l 

y 


= D K P n —i — 


3 Pn-i 
8 y 


y'+ 


3 P M _i 
3 .y 


Es versckwindet also in der Tkat die zwèite Seite der Glei- 
ckung (25) identisck, folglick anck die erste Seite der Gleickung 
(1), wie es sein soll. 

Dies ist also sckon der Fall, wenn die, blos durck ikre 
Argnmente definirten Fimctionen P, P t) ...P n beliekig gewaklt, 
imd die Fimctionen Q, Q v ...Q n —i mittelst der oben angege- 
benen Gleickimgen bestimmt werden. 

In dem ganz speciellen Falie, wenn die imbestimmt geblie- 
benen Fimctionen P v P z ,...P n gleick Null gesetzt werden, ver- 
sckwinden anck Q v Q v . Q n - \ und gekt die Formel (I) iiber in: 




r "èP A3P 3 p 

w- n +J [jj +y ¥ 


3 P 


3 y( n 




3 f/C 


n—l) 


woraus das bemerkenswertke Resultat folgt, dass selbst dieser 
einfackste Wertk von Q, wie man anch P, seiner Definition 
gemass, waklen mag, das Euler’seke Criterium (1) okne jede 
sonstige Bedingung in eine identiscke Gleickung verwandelt, 

dass also weder n , nock — {n-\-\) resp. n-\-l , nock sonst 

z z 

welcke Bedingimgen kierzu erforderliek sind. 

Belasst man aber die P in ikrer, nur durek die Argu- 

mente besckrankten Unbestimmtkeit imd also die Q in der 

durck die frükeren Gleickimgen gegebenen Allgemeinkeit, so 

können die Ergebnisse dieser Betracktung wie folgt zusammen- 

gefasst werden. 
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Bezeichnen 


. P 


2 . 

= ?(v, y, yfj y"r--y {n - i] ) 
= y> y\ •«• t/ (w—2) ) 


Pn- 2 = <pn- y, y') 

y ) 

Pn = fn (X) 

beliebige Functionen der in den Parenthesen entbal- 
tenen Grossen, so ist dieFunetion: 

Py' n) 4- Q 

unmittelbar integrabel, wenn Q aus der G1 eichung: 


Q = 


+P t y {n - l) 

+ y- 1 ƒ +P-ÏÏ+-+*-*)$*>) v- !) 

+P 2 y {n ~ 2 


+ 

4- y" 


' 3^-3 5 „ , CfoPn -3 , ,ÜPn -3 


r-V + 


3 2 / 


ƒ 

+ y /^ v+ ■/% iv+p “- ,y 




bestimmt wird. 

Diese Gleichung driickt vermöge der in ihr enthaltenen 
willkürlicben Functionen die allgemeinste und zixgleicb die 
einzige Bedingung aus, welche erforderlicb ist, damit dera 
Euler’schen Criterium der Integrabilitat als einer identiscben 
Gleichung entsprochen werde. 



